Devoir maison Mécanique - M1-M2-M3

DM 9 : Mécanique du point
Corrigé

Exercice 1 - Chaussette séchant dans un séche-linge (M2)

1. On étudie le mouvement de la chaussette assimilé a un point matériel M de masse m dans le référentiel
terrestre galiléen. Lors de la premiére phase, M est en mouvement circulaire uniforme de centre O et de
rayon R a la vitesse angulaire w. Il faut donc utiliser les coordonnées polaires.

, .
OM =R%, — TU=ROUy=Rwily — T=-RJ’T,

En effet la vitesse de rotation étant uniforme on a v = Rw = cte, donc on en
déduit que w est une constante. Ainsi w = 0.

3. Deux forces s'exercent sur la chaussette :

Y ‘
— Le poids P = —m¢ = —mgsin 04, — mgcos 0. B :
— \ i
— La réaction du support R qui posséde deux composantes : une compo- /
—> - - — —
sante tangentielle 7" et une composante normale N (R=N+T). La \\ /
composante normale s’exprime par N = —Nu, et la composante tangen- — |

tielle par T = —T'@y.
4. D’apreés le principe fondamental de la dynamique (PFD) :
P+ R=ma donc — Nu, —Tuy=ma — P = —mRw?T, + mgsin 0T, —mg cos 0y

Ainsi, par projection sur @, et ug, on arrive a :
9

—N = —mRw? + mgsin 0
—T =mgcosf

5. La réaction normale s'annule lorsque N = 0. Ainsi d'aprés la projection lorsque mgsin @ = mRw? soit pour

0 = 6y tel que :
R 5
sinfp = —w*=0,70 — _0 = 44,4°
g

6. L'annulation de la force de contact entre le tambour et la chaussette montre qu'il y a rupture de contact,
la chaussette décolle donc de la paroi. Elle est projetée avec une vitesse Rw tangente au tambour depuis le
point repéré par la coordonnée angulaire 6y. Le mouvement ultérieur, sous la seule action du poids, est un
vol parabolique.

Exercice 2 - Coup franc (M2)

1. On étudie le ballon, dans un référentiel terrestre que I'on suppose galiléen. On utilise les coordonnées
cartésiennes (mouvement de translation).
La ballon est lancé avec une vitesse initiale :

—> —> . —
Vo = Vg COS A€, + Vg Sin e

Bilan des forces :
—
— Le poids P = —mge,
En coordonnées cartésiennes, la position du ballon est repérée par les abscisses = et z (mouvement plan).
Ainsi :

—

OM = zxe, +ze, — v =te,+2%e, — a=ie,+ e,
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PFD :
Z Fext =ma
—ge; = i€, + Z€;

La projection selon e, et e, donne :

zZ=—g
Par intégration, on arrive a (attention a ne pas oublier les constantes) :
& = vy cos xr = vt cos «
ﬁ

. . 1
2= —gt+vpsina z:—ggt2+votsina

x
vpcosa”

1 T 2 T . 1 €T 2
2(r)=—zg| —— ) +vo———sina=—-g|— | +atana
27 \vg cos o Vg COS 27 \vg cos o

2. Le ballon passe au dessus du mur si z > 1,9 m pour x = 9,15 m. On trouve :

On a donc, d'apres I'équation x(t) : t =

a:

En remplacant le temps dans |'équation suivant z, on arrive

z(x=19,15)=22m

Le ballon passe donc au dessus du mur.
Le tir est cadré si z < 2,44 m pour z = 20m. On trouve :

z(x=20)=1,7m
Le tir est donc cadré.
Pour trouver la durée du tir, on reprend I'équation horaire z(t), avec z = 20m :
x

tp=—— =1,06s
Vg COS (.

3. Bilan des forces :
— Le poids P = —mgé.
— La force de frottement F = —h 7

On cherche une équation différentielle sur le vecteur vitesse U :

Z}—;‘)ext:ma)

—hv —mge, = m—-
g€z at

m-—- v = —mge
dt géz
dv  h_, =
o Tt T

4. Lorsque la vitesse atteint sa valeur limite, alors elle est constante. On a donc :

h —> — —> mg _,
—Vim = —g€z; — Uim = ——5 €z
m h
m
On reconnafit une équation différentielle du premier ordre de constante de temps |7 = = 86s|. Comme la

durée du tir est trés inférieure a 7, on peut négliger les frottements.
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Exercice 3 - Résolution de probleme (M2-M3)On utilise le théoréme de I'énergie mécanique afin de

calculer la vitesse en A. Deux forces s'exercent sur la bille : le poids J2 (force conservative) et la réaction
normale du support (]—\;) Le travail de la réaction normale du support est nul car elle est toujours orthogonale au
déplacement. Ainsi, le théoreme de |'énergie mécanique s'écrit, en notant D le point de départ de la bille (situé
a une hauteur h) :

AE, = Em(A) - Em(D) =0 — Em(A> = (D)

Em
Au point D la bille est lachée sans vitesse initiale donc E, (D) = E.(D) + E,,(D) = Epp(D) = mgyp + cte =
mgh + cte
Au point A, I'énergie mécanique de la bille est E,,(A) = Ec(A) + Epp(A) = mv? +mgya + cte = 3mv? + cte
car y4 = 0 (on suppose le point A trés proche du point O). Ainsi :

1
mgh + cte = imvi +cte soit |va = +/2gh

Il faut maintenant décrire I'équation de la trajectoire de la bille aprés le point O. On se retrouve avec une
situation analogue a celle du coup franc (exercice précédent) ou du cours. L'équation de la trajectoire est (a
savoir retrouver) :

@)= 2o (o) v
r)=—= rtan o
y 29 Vo COS (¢

On cherche z lorsque y = 0 et on appelle R la valeur recherchée :

1 R \?
y(azzR)zOz—g( > + Rtana

Vg COS &

Cette équation admet 2 solutions : R = 0 (mais cela correspond au point O), ou :

R 203 sin o cos «
g

Il reste a remplacer vg par la valeur trouvée précédemment vg = va = \/2gh :

R = 4h cos(a) sin(«)

Exercice 4 - Distance de freinage (M1)

1. A l'instant initial, les position des deux véhicules sont les suivantes :

Y

B A x

Pour la premiére voiture a partirde t =0 :
ig=-20=cte — Za(t) =dat+cte

On a £4(0) =v donc £ 4(t) = Zat+v

1
xA(t) = ijéAtQ +ovt+d| avec z4(0)=d

La seconde voiture ne commence a freiner qu'a partir de tg = 2,0s :
ip=-1,0=cte — @p(t)=ipt+cte
La constante se détermine grace a la vitesse a la date tp : p(tp) = v donc cte = v — Zptp. Ainsi :

jZB(t) = jBt—l-U —iBtB = iB(t—tB) + v
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Par intégration :

1
wp(t) = Sip(t - t)? + vt + cte

La constante se détermine grace a la position a la date tp : zp(tp) = vtp donc cte =0 :

1
wp(t) = Sip(t— tp)? + vt

2. Le contact aura lieu, a la date ¢, lorsque z 4(t.) = xp(t.) :

1 1
—Gat2 tot.+d= inte - tp)? +vt,

2
1 1
—iat? +d= —ip(t. —tp)*
2 2
1 1
5@1&3 +d= 5a‘fB(zt;f + 1% + 2tctR)

Soit :
(iq — 2B)t2 + 2¥ptpt. + 2d — ipts =0
La résolution de cette équation différentielle du second degrés donne |, = 11s
Pour trouver I'abscisse du point de contact, on utilise au choix, une des deux équations horaires :

e =x4A(te) =xp(tc) = 300m

Exercice 5 - Tige avec ressort (M3)

1. L'anneau est soumis a son poids, force conservative dérivant de I'énergie potentielle de pesanteur, et a la
force de rappel du ressort, force conservative dérivant de I'énergie potentielle élastique. Il est également
soumis a la force de réaction de la tige, mais cette comme les frottements sont négligés cette force ne
travaille pas. Ainsi, I'énergie potentielle de I'anneau vaut :

1 1
E, =mgz + §k(X —lp)tcte soitE, = mgX cosa + §k(X —lp)Fcte

On peut définir la constante en posant par exemple E, = 0 lorsque X = {y, ce qui donne : cte =
—mgly cos o, donc :

1
E, =mg(X — {y) cosa + §k(X — ly)?

2. Si mgcosa > kfy, cela voudrait dire que le poids est suffisamment important pour retourner le ressort et
faire passer M du co6té X < 0. Le modele du ressort idéal cesserait d'étre valide.
On peut calculer la dérivée de I'énergie potentielle par rapport a X :

% =mgcosa + k(X — )
Cette dérivée est nulle en X = ¢y — 7 cos av, et on peut facilement s'assurer qu'il s'agit d'un minimum, par
exemple en étudiant les limites X — d-oo du polynéme du second degré définissant . L'énergie potentielle
minimale vaut alors :
B _ _(mgcosa)2

p,min — 2k

, ce qui conduit a :
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X

3. Comme I'énergie cinétique est positive ou nulle, le mouvement a lieu dans les zones telles que E, < Ep,.
La figure précédente indique E,, > 0 car la vitesse initiale est non nulle et ¢y est la référence d'énergie
potentielle. Par conséquent, tout au long du mouvement

1
Em = im‘/oz

Les points extrémes correspondent a une énergie cinétique nulle soit :

1 1
§mV02 =mg(Xm — fo) cosa + §k(Xm — £y)?

Comme la trajectoire est bornée, alors le mouvement est périodique. De plus, comme le puits d’énergie
potentielle dans lequel il a lieu est parabolique, on s'attend a ce qu'il soit harmonique.

4. L’'énergie mécanique de I'anneau vaut :

1 . 1
E., = §mX2 + mg(X — {y) cosa + §k(X — £y)?

Comme elle est constante,alors :

En - i i
% =0mXX +mgX cosa+ kX (X — {)

On obtient alors I'équation du mouvement (X n’est pas nulle) :

.k k
X+ —X=—0ly—gcosa
m m

On reconnait I'équation d'un oscillateur harmonique donc la période d’oscillation vaut :

1 1
— T[) m

To = = —
0 2wV k

N 27‘(‘&)0
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